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第2章 信息的度量
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主要内容

1 、信源的数学模型及
分类

2、信息量及其性质

3、离散信源的熵及性质

4、联合熵和条件熵

5、平均互信息量及其性
质

6、扩展信源

7、离散有记忆信源的熵

8、马尔可夫信源的信息
熵

9、离散信源的信息（速）
率和信息含

量效率

10、连续随机变量下的
熵和平均互信息量
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1 、信源的数学模型及分类
根据参数集和值域是离散集合还是连续

区间，可将信源分为四类：

(1) 时间离散空间离散信源

(2) 时间离散空间连续信源

(3) 时间连续空间离散信源

(4) 时间连续空间连续信源

简单的表示：

空间离散信源→离散信源

空间连续信源→连续信源
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根据信源在 时刻的输出 中各随机
变量是统计关联性的，可将信源分为：

（1）有记忆信源

（2）无记忆信源

（3）平稳信源

序列的统计特性与时间的推移无关

（4）非平稳信源
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离散单符号无记忆信源的数学模型

用概率空间（信源空间表示）：

若满足约束条件

称为完备信源。
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非理想观察模型（信息传递系统的抽象）

——先验概率

——后验概率

——转移概率

传递的信息＝先验不确定性－后验不确定性
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2、信息量及其性质

（1）自信息量及其性质

自信息量

表示了信源符号的先验不确定性

单位：bit/符号 取2为对数底

联合自信息量

表示二元符号的先验不确定性。

单位：bit/二元符号

1
( ) log log ( )

( )
k k

k

I x P x
P x

   1 , 2 , ,k K

( , ) log ( , )k j k jI x y P x y 



第2章 信息的度量 信息理论与编码 8

条件自信息量

表示观察到 符号的条件下 还剩下的
不确定性。

单位：bit/符号

表示输入 且观察到 时干扰引入的不
确定性。

单位：bit/符号

( | ) log ( | )k j k jI x y P x y 

( | ) log ( | )j k j kI y x P y x 

kx

kx

jy

jy
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例 甲在一8×8的方格棋盘上随意放入一
个棋子，在乙看来棋子落入的位置是不确
定的。

（1）在乙看来，棋子落入某方格的不
确定性为多少？

（2）若甲告知乙棋子落入方格的行号，
这时，在乙看来棋子落入某方格的

不确定性为多少？



第2章 信息的度量 信息理论与编码 10

解 将棋子方格从第一行开始按顺序编号，
得到一个序号集合 ，棋子
落入的方格位置可以用取值于序号集合的随
机变量 来描述，即

（1）由于棋子落入任一方格都是等可能
的，则

棋子落入某方格的不确定性就是自信息量

bit/符号

{ | 1, 2, ,64}lz l 

Z { | 1,2, ,64}lZ z l 

1
( ) 1,2, ,64

64
lP z l 

1
( ) log ( ) log 6

64
l lI z P z    
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（2）棋盘方格可分为8行×8列，已知行
号 后，棋子落入某方格的不
确定性就是条件自信息量 与条件概
率 有关。由于

故

bit/符号

由此可以看出，已知行号后，棋子位
置的不确定性减小了一半，这与我们的常识
是相符的。

( 1, 2, ,8)kx k 

( | )l kI z x

( | )l kP z x

1
( | ) 1,2, ,64; 1,2, ,8

8
l kP z x l k  

1
( | ) log ( | |) log 3

8
l k l kI z x P z x    
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三种自信息量的关系
全概率公式联合概率

可导出

物理意义：

如果 是某信源发出的符号串， 是
观察输入符号， 是输出符号，则串 的
不确定性为 ，输入符号 的不确定
性 加上此时干扰引入的不确定性
或联合符号 的不确定性 ，等于输
出符号 的不确定性 加上观察到 后
还剩余的不确定性 。
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当 和 统计独立时，kx
jy
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推广到多维空间中去：
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（2）互信息量及其性质

输入 ， ，

输出 ， 。

从观察结果 中得到的有关输入符号
的信息称为互信息，记该信息为 。

为先验不确定性， 为后验不确定性

概率计算式：

kx 1 , 2 , ,k K

jy 1 , 2 , ,j J

jy
kx
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例 甲在一8×8的方格棋盘上随意放入一个
棋子，在乙看来棋子落入的位置是不确定
的。

（1）若甲告知乙棋子落入方格的行号，
这时乙得到了多少信息量？

（2）若甲将棋子落入方格的行号和

列号都告知乙，这时乙得到了多少信息量？

解 （1）采用与前例相同的符号约定，棋子
落入方格的顺序号用随机变量 表示，棋
子落入方格的行号用随机变量 ，即

Z

X
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这时，信息传输的模型如下图所示。

干扰

乙从甲告知的方格行号 中获得的关
于方格顺序号 的信息就是互信息量
按定义， 应等于获知行号 前后 的
不确定性的减少量，由前例

bit/符号
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（2）若用随机变量 表示棋子落入方
格的列号，即 。当甲将
棋子落入方格的行号和列号都告知乙时，
乙就可以完全确定棋子落入方格的顺序号
了。

这时， 后验概率为

后验不确定性为

因此互信息量为

bit/符号

Y
{ | 1, 2, ,8}jY y j 

lz
( | ) 1l k jP z x y 

( | ) log ( | ) 0l k j l k jI z x y P z x y  

( ; ) ( ) ( | ) 6 0 6l k j l l k jI z x y I z I z x y    
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互信息量的性质：

(1)互易性；

(2)独立变量的互信息量为0；
和 统计独立，

(3)互信息量可正可负；

(4)互信息量不可能大于符号的自信息。

( ; ) ( ; )k j j kI x y I y x

( )
( ; ) ( ; )

( )

k

k j j k

j

I x
I x y I y x

I y


  



( ; ) ( ; ) 0k j j kI x y I y x kx jy



第2章 信息的度量 信息理论与编码 19

条件互信息量

三元联合概率空间

在 出现的条件之下， 与 之间的互
信息量为
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与 之间的互信息量为

上式这一性质称为可加性。
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3、离散信源的熵及性质
(1)离散熵

DMS：

自信息量 表示信源符号的不确定
性。

信源X的不确定性是K个 的统计

平均值，称为熵：

熵中可忽略零概率事件

[ , ] [ , | 1 , 2 , , ]X k kX P x p k K 

( )kI x
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(2)性质

对称性：

可扩展性：

非负性：

强可加性：
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其中：

本性质还可表示为

可加性：当X，Y统计独立时，

由强可加性，考虑到

即得到可加性的结果，也可表示为：
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递增性：

凸状性： 是上凸函数。

二元信源H（P，1－P）

凸函数有极大值。

极值性：

1 2 3

1 2

1 2 3 1 2

1 2 1 2

( , , , )
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两个重要不等式：

信息论不等式 lnZ≤Z－1

其中Z为任意大于0的实数，Z＝1时，等
号成立。

香农不等式

1 1

1 1

log log

1, 1

K K

k k k k

k k

K K

k k

k k

P P P q

P q
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4、联合熵和条件熵

对联合自信息量和条件自信息量进行
统计平均，可分别得出联合熵和条件熵。

(1)联合熵

两个随机变量：

多个随机变量：

, ,

( ) ( , ) ( , ) ( , ) log ( , )k j k j k j k j

i j i j

H XY P x y I x y P x y P x y  

1 2 1 2
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N N

N

N i i i i i i

i i i

H X X X P x x x P x x x  
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(2)条件熵

式中

,

( | ) ( , ) ( | ) ( , ) log ( | )k j k j k j k j

k j i j
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,

( | ) ( , ) log ( | )
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(3) 各类熵之间的关系

前面已有：

当与统计独立时，

推广到多变量

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )H XY H X H Y X H Y H X Y   

( ) ( ) ( )H XY H X H Y 

1 2 1 2 1 3 1 2

1 1

( ) ( ) ( | ) ( | )

( | )

N

N N

H X X X H X H X X H X X X

H X X X 
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5、平均互信息量及其性质

随机变量X与Y之间的平均互信息量是
统计平均意义下的先验不确定性与后验不
确定性之差，也是互信息量的统计平均。

,

, ,

,

,

( ; ) ( ) ( | )

( ) log ( ) ( , ) log ( | )

( , ) log ( ) ( , ) log ( | )

( | )
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性质：

互易性，即 。

非负性，即 。

由 得

即条件熵不大于无条件熵。

推广

( ; ) ( ; )I X Y I Y X

( ; ) 0I X Y 

( ; ) ( ) ( | ) 0I X Y H X H X Y  

( | ) ( )H X Y H X

1 2 1 2 1( | ) ( | ) ( )N NH X YY Y H X YY Y H X  
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有界性：

( ) ( )
( ; ) ( ; )

( ) ( )

H X I X
I X Y I Y X

H Y I Y


  



( ; )I X Y

( )H X ( )H Y

( )H XY
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6、扩展信源

N次扩展信源：

考虑离散无记忆信源X，将X的任意N个
相邻时刻的输出随机变量 看
成是一个新的信源，称为X的N次扩展信源。

因为 ， ，独立同分布

Bit/N元符号

1 2

N

NX X X X

nX 1,2, ,n N

1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )N

NH X H X H X H X NH X    
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7、离散有记忆信源的熵
离散有记忆信源X，N阶平稳的，不确

定性的描述方法有：

联合熵：

单位：bit/N长符号串

条件熵：

单位：bit/符号

平均符号熵：

单位：bit/符号

1 2( ) ( )N

NH X H X X X

1

1 2 1( ) ( )N N

N NH X X X X H X X 

 

1 2

1 1
( ) ( ) ( )N

N NH X H X H X X X
N N
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对于一般的离散有记忆信源，极限熵定
义为：

bit/符号

可以证明，同样

规定 表示最大熵（等概）

表示不考虑统计关联的单符号
熵

有如下关系：

1 2

1
( ) lim ( ) lim ( )N N

N N
H X H X H X X X

N


 
 

1( ) lim ( )N

N
N

H X H X X 






0 ( )H X

1 ( )H X

1 1 00 ( ) ( ) ( ) ( )N NH X H X H X H X      
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8、马尔可夫信源的信息熵
1) 马尔可夫链

随机过程 X1X2X3……Xi的值取自
同一符号集{x1，x2，…，xq}

若记忆长度为n，即用条件概率表示随机变
量之间的关系

记S为组成的状态空间集

若对所有正整数 ，条件概率均满足

则此随机过程就是一个马尔可夫链。

{ , }nX n T

1 2 1 1 2( ) , , , , 1,2, ,
nkn k k k nP x x x x k k k q




1 2 1nk k kx x x


n T

1 2 1

1

1 2 1

1

{ | , , }

{ | }

n n n

n n

n i n i n i i

n i n i

P X S X S X S X S

P X S X S
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马尔科夫链的初始分布概率记为

（ ）且满足，

马尔科夫链的k步转移概率：

齐次马尔科夫链：

表示此转移概率与m无关。

遍历的马尔科夫链：

对于齐次马尔科夫链 ，对一切
i，j均存在不依赖于i的极限

且满足 即遍历。

{ , }ip i S

0{ } 0ip p X i   i S 1i

i S

p




 ( ) ( )k

ij m k mP m P S j S i  

( ) ( )k k

ij ijp m p

{ , }nX n T
( )lim 0n

ij j
n

p p


 

0

,      1j i ij j

i j

p p p p
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马尔可夫链的有限维分布：

从该式可知马尔科夫链的有限维分布
函数由初始分布和一步转移概率决定。

齐次马尔科夫链有C-K方程：

其中m、r、k为任意正整数。

1

1 2 1 1

1

1 0 2 1 1

n

n n

t t n

i t t t t n t n

i s

P( S i , S i )

p P( S i | S i, )P( S i | P( S i ) P( S i | S i )
 



 

      

( ) ( ) ( )m r m r

ij ik kj

k S

p p p
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C-K方程的证明：

根据马尔可夫链的特性以及齐次性，可得

( m r )

ij n m r j n i

n m r j n i

n i

p p{ X S | X S }

p{ X S ,X S }

p{ X S }



 

 

  

 




S

       

       

n m r j n m k n i n m k n i

k n m k n i n i

n m r j n m k n i n m k n i

k S

p{ X S ,X S ,X S } p{ X S ,X S }

p{ X S ,X S } p{ X S }

p{ X S | X S ,X S } p{ X S | X S }

   

 

   



    
 

  

      





( ) ( )

{ | } { | }

 

n m r j n m k n m k n i

k S

m r

ik kj

k S

p X S X S p X S X S

p p
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2)马尔可夫信源

设信源所处的状态序列为

在每一个状态下可能输出的符号序列为

马尔可夫信源满足的条件：

(1) 某一时刻信源符号的输出只与当时的信
源状态有关，而与以前的状态无关，即

1 2, , , ,iu u u 1 2{ , , , }JS S S

1 2, , , ,ix x x
1 2{ , , , }qa a a

1 1( | , , , ) ( | )l k l j l k l i l k l jp x a u S x a u S p x a u S       
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其中，

当具有时齐性时，有

(2) 信源状态只由当前输出符号和前一时刻
信源状态唯一确定，即

马尔可夫信源可用状态图来表示。

1 2 1 2( , , , ) ,  ,  ( , , , )k q i j Ja a a a S S S S S 

( | ) ( | )         ( | ) 1
k

l k l j k j k j

a A

p x a u S p a S p a S


   以及

1

1
( | , )

0
l i l k l jp x S x a u S
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m阶有记忆的马尔可夫信源：

信源空间：

状态空间：

m 1 1 2

1 2

k

   ,      ,  

( | )
m

q

k k k

a a a

p a a a a


 
 
  

1 2          

    ( | )

mq

j i

S S S

p S S
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3) 马尔可夫信源的信息熵

m阶马尔可夫信源，齐次、遍历，信源
熵的极限值为：

证明：对于齐次、遍历的马尔可夫链，
其状态可由唯一确定，可有

上式两端同时取对数，并对
和 求统计平均再取负，可得

1 2 -1

1 2 -1 1 1 2 1

1
 ( ) lim (   )

lim ( |   )  ( |  )

N N
N

N N m m m
N

H H X H X X X X
N

H X X X X H X X X X H

 


 


 

  

1 1 1
( | , , ) ( | )

m m mk k k k jp a a a p a S
 



1 2 1( , , , , )k k k m k ma a a a 

jS
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1 1 1 1

1 2 1

1 1 1 1

1 2 1

1 1

, , ;

, ,

1

( , , ; ) log ( | , , )

        ( , , ) log ( | , , )

        ( | , , )

m m m

m j

m m m

m

m m

k k j k k k

k k k S

k k k k k

k k k

k k k m

p a a S p a a a

p a a p a a a

H a a a H

 



 



 

  

  

 





左端

1 1 1

1 2 1

1 1 1

1 2 1

1 1

1

, , ;

, , ;

( , , ; ) log ( | )

        ( , , ; ) ( | ) log ( | )

        ( ) ( | ) log ( | )

        ( ) ( | )

m m

m j

m m m

m j

m m

m j

j

k k j k j

k k k S

k k j k j k j

k k k S

j k j k j

k S

j j

S

p a a S p a S

p a a S p a S p a S

p S p a S p a S

p S H X S

 



 



 



  

  

  











右端
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所以有

且

例：如下页图所示为三状态马尔可夫信源，
计算信息熵

1 1

1

1 ( ) ( | ) ( ) ( | ) log ( | )
m m

j m j

m j j j k j k j

S k S

H p S H X S p S p a S p a S
 



     

( ) ( ) ( | ),        ( ) 1     
j i

j j i j i

S S S S

p S p S P S S p S
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解：转移概率矩阵为

S1

S2 S3

0/0.5

1/0.2

0/0.9
1/0.5

1/0.1

0/0.8

1

2

3

0.1 0 0.9

0.5 0 0.5

0 0.2 0.8

S

P S

S
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(1)求平稳分布P(S1)、P(S2)、P(S3)

(2)计算Sj状态下每输出一个符号的平均

信息量

1
1 1 2

2 3

2

3 1 2 3

1 2 3
3

5
( )( ) 0.1 ( ) 0.5 ( ) 59

( ) 0.2 ( ) 9
( )

( ) 0.9 ( ) 0.5 ( ) 0.8 ( ) 59

45( ) ( ) ( ) 1 ( )
59

P SP S P S P S

P S P S
P S

P S P S P S P S

P S P S P S P S


 


 

 
   

    


解得：

1

2

3

1 1
( ) 0.1log 0.9 log 0.468996 /

0.1 0.9

1 1
( ) 0.5log 0.5log 1 /

0.5 0.5

1 1
( ) 0.2 log 0.8log 0.721928 /

0.2 0.8

H X S

H X S

H X S

  

  

  

比特 符号

比特 符号

比特 符号
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(3)求信息熵

＝0.742910  比特/符号

3

1

( ) ( | )j j

j

H p S H X S
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9、离散信源的信息（速）率和信息含量
效率

信息率：平均一个符号所携带的信息量，
记为R。反映了信息发出信息的能力

bit/符号

信息速率：单位时间内发出的平均信息
量，记为

bit/秒

——发信号的周期

( ) ( )R I X H X 

tR
( )

t

s s

H XR
R

t t

 

st
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信息含量效率：实际的实在信息与最大
的实在信息之比，记为

当且仅当x是DMS且等概率分布（ ）
时， 。

冗余度：



max max

( )( )

( ) ( )

H XI X

I X H X
   0 1 

0XP P

1 

max

max max

( ) ( )( )
1 1

( ) ( )

H X H XH X

H X H X
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10、连续随机变量下的熵和平均互信息
量

(1)连续随机变量下的熵

X:连续随机变量，在区间 内取值，概
率密度函数 的数学模型为：

将连续问题离散化：

将X的值域 等分为K个子区间：

， ，

[ , ]a b

X ( )f x

X

X

[ , ] [ , ( ) | [ , ]]

( ) 0 , ( ) 1

X

b

X
a

X P x f x x a b

f x f x dx

 

 

[ , ]a b

1 2, , , K   k

b a

K


    1 , 2 , ,k K
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第k个子区间内的概率 为

,

这样得到一个离散随机变量 ，其概
率空间为

且概率空间是完备的：

信源是完备的。

kp

( 1)
( ) ( )

a k

k X X k
a k

p f x dx f x
 

  
   ( 1) ka k x a k      

X 

1 2

1 2( ) ( ) ( )

K

X X X X K

X x x x

P f x f x f x


   
   

    

( 1)
1 1

( ) ( ) ( ) 1
K K a k b

X k X X
a k a

k k

f x f x dx f x dx
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根据离散熵公式，有

令 ， ，

因此，连续熵为无穷大。

1

1 1

1

( ) [ ( ) ]log[ ( ) ]

( ) log ( ) (log ) ( )

( ) log ( ) log

K

X k X k

k

K K

X k X k X k

k k

K

X k X k

k

H X f x f x

f x f x f x

f x f x





 



   

 
       

 

 
      

 



 



K  0 ( )H X  ( )H X

( 0) ( 0)

( ) lim ( ) ( ) log ( ) lim log

( ) log ( )

b

X X
aK K

b

X X
a

H X H X f x f x dx

f x f x dx
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连续随机变量只能定义相对熵，称为微
分熵，是上式的第一项。记为：

一般的定义式为

微分熵可用于比较两个连续随机变量不
确定性的相对大小。

( ) ( ) log ( )
b

X X
a

h X f x f x dx 

( ) ( ) log ( ) ( ) log ( )X X X X

R

h X f x f x dx f x f x dx
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2) 连续随机变量下的联合熵、条件熵以及平
均互信息量

连续随机变量X和Y：

联合微分熵

条件微分熵

联合熵与条件熵的关系与离散熵相似

等号成立的充要条件是X与Y统计独立。

( ) ( , ) log ( , )XY XYh XY f x y f x y dxdy
 

 
  

|( | ) ( , ) log ( | )XY X Yh X Y f x y f x y dxdy
 

 
  

( ) ( ) ( | ) ( ) ( | )h XY h X h Y X h Y h X Y   

( | ) ( )

( ) ( ) ( )

h X Y h X

h XY h X h Y
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平均互信息量 ：（类比离散情形）

类似关系

( ; )I X Y

|

( , )
( ; ) ( , ) log

( ) ( )

( | )
( , ) log

( )

XY

XY

X Y

X Y

XY

X

f x y
I X Y f x y dxdy

f x f y

f x y
f x y dxdy

f x

 

 

 

 





 

 

( ; ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ; )

( ; ) 0

I X Y h X h X Y h Y h Y X I Y X

I X Y
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3) 微分熵的极大化问题

幅值受限（即取值区间受限，等价于峰值
功率受限）

定理：设X的取值受限于有限区间

则X服从均匀分布时，其熵达到最大。

此时，最大微分熵为

[ , ]a b

1 1
( ) log log( )

b

a
h X dx b a

b a b a
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方差受限（即平均功率受限）

X的均值为 ，方差为 ，

根据方差的定义

定理：X的均值为，方差受限为，则服从高斯
分布时，其熵达到最大。

最大熵为

 2
2 2( ) ( )Xx f x dx 




 

2

2 2

2 2

( ) ( )

( 2 ) ( )

( )

X

X

X

x f x dx

x x f x dx

x f x dx



 

















  

 






2 2 2( )Xx f x dx P 




  

( ) log 2h X eP



第2章 信息的度量 信息理论与编码 58

4) 连续信源的熵功率

以奈特为单位时，最大熵为：

→

若X的平均功率仍受限为P时，但不是
高斯分布，则 （非高斯熵与
功率的关系），即

定义

，

当且仅当X服从高斯分布时，等号成立，
熵功率等于平均功率

连续信源的剩余度

( ) log 2h X eP
2 ( )1

2

h XP e
e



( ) ln 2h X eP

2 ( )1

2

h XP e
e



2 ( )1

2

h XP e
e

 P P

P P 


